'LES SUITES - Partie 1 -
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I.[Limite d'une suite,

20
1) Limite infinie
15
Exemple :
La suite (u,) définie sur N par u,, = n? a pour limite +oo. 10 .
En effet, les termes de la suite deviennent aussi grands que l'on
souhaite pourvu qu’on choisisse un rang n suffisamment grand. .

Approche intuitive d’'une limite infinie :

On dit que la suite (#,) admet pour limite +oo si u, est aussi grand que I'on veut lorsque N est

suffisamment grand. On note : lirp U, = +oo.
n—>—+0o

Remargue : Pour une limite égale a —o, on note : lim u, = —oo.
n—-+oo

A l'aide d’un algorithme on cherche a déterminer un rang a partir duguel une suite croissante
de limite infinie est supérieure & un nombre réel A :

On considere la suite (u,) définie par uy, = 2 et pour tout entier n, u, ., = 4u,,.
Cette suite est croissante et admet pour limite +oo.

Avec A =100, on obtient en sortie n = 3.
A partir du terme u3, les termes de la suite dépassent 100.

En langage calculatrice et Python, cela donne :

Tl CASIO Python
PROGRAM: SELIL ======5FIITL def seuil(a):
:InFut A "A="7+R« n=0
sl H+Ha
et 23 e u=2
thihile U<A Mhile LU<A« while u<a:
iH+1+H H+1-+H« n=n+1
ikl dxll+Llg | =nt
:End WhileEnds - u=dtu
10iz=F M H return(n)

2) Limite finie

1
Exemple : La suite (u,) définie sur N* paru,, = 1 + 2 a pour limite 1.

En effet, les termes de la suite « se resserrent » autour de 1 pour des valeurs de n de plus
en plus grandes.
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Approche intuitive d’'une limite finie :
On dit que la suite (u#,) admet pour limite L si u, est aussi proche de L que 'on veut pourvu
gue n soit suffisamment grand et on note : lim u, = L.

n—-+oo
g Une telle suite est dite convergente.

Définition : Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Remarque :
Une suite qui est divergente n'admet pas nécessairement de limite infinie.

Par exemple, la suite de terme générale (—1)™ prend alternativement les valeurs —1 et 1. Elle
n‘admet donc pas de limite finie, ni infinie. Elle est donc divergente.

3) Limites des suites usuelles

Propriétés :
lim n =400, lim n% = 4o, lim Vn = +oo.
n—+oo 1 n—+oo 1 n—+oo 1
A lim ==0 lim =0 lim ==0
n—l>r-|¥100 n ’ n—lgloo nz ' n—lgloo Vn

II.@)pérations sur les Iimiteg

1) Limite d'une somme

lim = L L L +0 —o0 +00
li = ' — — —

n_l)I_POO Un L + o0 o) +o0 o) 0
nl_iHloo Uy + Uy = L+L + 0 —00 400 —0 F.lL*

* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

Exemple : lim n?+n=7?
n—+oo

lim n? = 4+ et lim n = +oo.

n—-+oo n-+oo
D'aprés la regle sur la limite d'une somme : lim n+n=+ow
n-+oo
2) Limite d'un produit
li =
lim L L | 0 | 0
lim v, = '
o Un L +o0 +oo +0o0
l. = 1
o Unn LL oo too F.l

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +co ou —oo.

T 1 2 =9
Exemple : nl—l>r-|r-loo (\/ﬁ + 1) (n*+3) =71
. 1 . 1
A = 0 donc lim_ (£ +1) =1
et lim n? = +o donc “T (n?+3) =+
n—->+oo

n-—-+oo



D'aprés la regle sur la limite d’'un produit : lim ( L 1) (n?+3) =+
n-+ Vn

3) Limite d'un quotient

lim w, = | | JLx0| L | 4o |40 | O

li = '

m vp =\ L'#0 O |[too | L | 4o | O
U, L

lim — = — | oo 0 too | F.I. | F.I

n-+eo Uy L

On applique la régle des signes pour déterminer si le quotient est +o0 ou —oo.

Exemple : lim =7

4L n-+o —n2-3

lim n? = 400 donc lim —n? = —w etdonc lim —n? —3 = -
n—+oo n—->+oo n—->+oo

D'apres la regle sur la limite d'un quotient : lim =0

n—+o —n2-3

Remarque :
Il est important de reconnaitre les formes indéterminées pour lesquelles il faudrait utiliser des calculs algébriques

afin de lever l'indétermination ou utiliser d'autres propriétés sur les calculs de limites.

Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture :

g z ; w"’ ||0 x wu : llgn et II%H-J

Exemple : lever une indétermination (non exigible)
Déterminer la limite suivante :

lim Vvn +2 —+n

n—-+o

Solution en video ici : https://youtu.be/9fEHRHdbnw(Q

III.E_imites et comparaison,

1) Théoremes de comparaison

Théoreme 1 :

A Soit (Un) et (Vn) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang, u, < v, et lim u, = 4o alors lim v,

n—-+oo n—+oo

Il
+
8

Théoréme 2 :

“ Soit (Up) et (Vy) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang, u, > v, et hm u, = —oo alors lim v, = —oo.
+ oo

n—-+oo

Exemple : Déterminer la limite suivante : lim n? + (—1)"

n-+oo
(-D*>—-1doncn?+(-1D">n*-1

Or lim n? — 1 = 400 donc par comparaison hm n? + (—1)" = +oo,

n-+oo


https://youtu.be/9fEHRHdbnwQ

2) Théoréme d'encadrement

Théoréme 3 : Théoréme des gendarmes
Soit (Up), (Vn) et (Wy) trois suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang, u,, < v, <w, et hr_P U, = hT w, = L alors
n—->+oo n—->+oco
lim v, =L.
n—+oo

Par abus de langage, on pourrait dire que les suites (U,) et (W) (les gendarmes) se

resserrent autour de la suite (V,) a partir d'un certain rang pour la faire converger vers la
méme limite.
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Exemple : Déterminer la limite suivante : lim 1+ -
n—+oo

Ona:—-1<sinn< 1,donc:—l< inn <l

n n n

- 1 1 sinn
Or: lim —== lim == 0 donc d'aprés le théoréme des gendarmes lim — =10
n-+oo n n-+o N n-+oc N
sinn
Etdonc lim 1+ = 1.
n—-+oo n

Exercices: n°22et24 page 39 + n°4 page 31 +n° 7, 8 et 9 page 33.
n° 29 et 30 page 39.

n° 32 a 48 page 40 du manuel Hyperbole option maths complémentaires — éditeur Nathan.





